Bolum 2
Mantik ve Ispatlar
(Logic and Proofs)




Mantik (Logic)

0 Mantik (Logic) = dogru ¢ikarimi elde
etme calismasidir

oMantigin kullanimi

=Matematikte kullanimi:
Teoremleri ispatlamak

mBilgisayar Bilimlerinde kullanimi:
Programlarin kendilerinden beklenen sonucu uretip
uretmediginin kontroludur



Onermeler (Propositions)

O Sonucu dogru (true) veya yanlis (false) olan
ifadelere proposition (onerme) denir.

oOrnekler:
=“CuUneyt programcidir” bu bir onermedir
n"Kegke bilge kisi olsaydim™ bu bir onerme deqildir



Birlestiriciler (Connectives)

Onermeleri (propositions) gostermek icin
p,q,r,s,t,... gibi degiskenler kullantlir.

En cok kullanilan birlestiriciler:

=Conjunction AND Sembol »
mInclusive disjunction OR Sembol v
mExclusive disjunction OR Sembol v
=Negation Sembol ~
=Implication Sembol —»

mDouble implication Sembol <



AND (conjunction) dogruluk tablosu

O p ve g bir onerme ise, conjunction (p # q ) veya
(p and q) olarak gosterilir
O Conjunction dogruluk tablosu

P | g p"q
T | T T
T | F F
F | T F
F | F F

0O Sadece p ve g nun her ikisinin de dogru oldugu durumda
p A q dogrudur

p = “kaplan vahsi bir hayvandir” q = “balina bir suringendir”
p * g =" kaplan vahsi bir hayvandir and balina bir stringendir " Yanlhs



OR (disjunction) dogruluk tablosu

O p ve g bir onerme ise, disjunction (p v q ) veya
(p or q) olarak gosterilir

O Disjunction dogruluk tablosu

P q PV(
T T T
T F T
F T T
F F F
0 Sadece p ve g nun her ikisinin de yanlis oldugu durumda
p v q yanlistir

2 Ornek: p = “Cuineyt programcidir", q = “Zeynep avukattir"
2 pvqg="Cuneyt programcidir or Zeynep avukattir " Dogru



Exclusive disjunction OR(XOR)

O p ve g bir onerme ise, exclusive disjunction OR
(xor) p v q olarak gosterilir
0O Exclusive disjunction dogruluk tablosu

Pl a| pPyg
T T F
T|F T
FlT | T
F | F F

O Sadece p dogru ve g yanlis ise, veya p yanlis ve
g dogru ise p v g dogrudur

a Ornek: p = “Cuineyt programcidir”, q = “Zeynep avukattir

O pVvq="“Ne Cuneyt programcidir ne de Zeynep avukattir Yanlis



Tersi (Negation)

O p’ nin tersi: ~p veya p’ ile gosterilir

P | ~pP
T | F
F | T

p dogru iken ~p yanlistir
p yanlis iken ~p dogrudur

o Ornek: p = “Cuineyt programcidir”
~p = “Cuneyt programci degildir"



Birden Fazla Onermenin
Birlestiriimesi

O p, g, r basit onermeler olsun
O Birlestirilmig ifadeleri asagidaki gibi gosterebiliriz

=(pva)”r

=pv(q”r)

=(~p)v(~q)
=(pvq)”™(~r)

mve diger durumlar...



Ornek: (pvg)”r nin dogruluk tablosu

(Pva) ~r

m|m|m|m|d|H|H|d]|o
ulR I I R R A R B!
M| ||| AT A=
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Sartli Onermeler ve Mantiksal Denklik

(Conditional Propositions and

Logical Equivalence)

O Sartl onerme (conditional proposition)
“If p then q”

seklinde gosterilir

O Semboll: p —>qQ

o Ornek:
mp =" Cuneyt programcidir"
mq =" Zeynep avukattir "
mp — q = “If Cuneyt programcidir then Zeynep avukattir Dogru



p — g ‘'nun Dogruluk Tablosu

P—>(

M| M| 4| 4| ©

q —>
T T
F F
T T
F T

0O Sadece p ve g ‘'nun her ikiside dogru veya

p'nin yanhs oldugu durumlarda p — Q
onermesi dogrudur



Hipotez ve Sonuc
(Hypothesis and conclusion)

O p — q sarth onermesinde
p antecedent veya hypothesis
q consequent or conclusion
olarak adlandirilir.

2 “if p then g" mantiksal olarak "p only if " ile
aynidir



Gereklilik ve Yeterlilik
(Necessary and Sufficient)

O Gerekli sart (necessary condition) sonug
(conclusion) tarafindan ifade edilir

O Yeterli sart (sufficient condition) hipotez
(hypothesis) tarafindan ifade edilir

= Ornek:

If Cuneyt programcidir then Zeynep avukattir"
= Necessary condition: “Zeynep avukattir”’
= Sufficient condition: “Cuneyt programcidir”



Mantiksal Denklik
(Logical Equivalence)

a2 Dogruluk tablosundaki degerleri ayni olan iki
onerme i¢in aralarinda mantiksal denklik vardir

denir
P q ~pPVv(q P—>q
T T T T
T F F F
F T T T
F F T T
0 Ornek: ~p v g 6nermesi p — q ile logically

equivalent ‘dir. Yani aralarinda mantiksal denklik

vardir



Yer degistirme (Converse)

O p — g’nun converse q — p dir

P q P—>q | d—>Pp
T T T T
T F F T
F T T F
F F T T
O Bu iki onerme arasinda mantiksal denklik

mevcut degildir ( not logically equivalent)



Contrapositive (Devrik)

O p — g onermesinin contrapositive ~q — ~p
seklinde gosterilir

p g P—q ~q > ~p
T | T T T
T F F F
F T T T
F F T T

O Bu onermeler logically equivalent'dir



Cift Yonli Onerme
(Biconditional Proposition)

O Cift Yonlu onerme (biconditional proposition)
“p if and only if " olarak tanimlanir
P <> g sembolu ile gosterilir

p q p<dq | (P—>4a)”(g—p)
T T T T
T F F F
F T F F
F F T T

Oop<q, (p—~>9)"™(q— p) nun logically
equivalent'dir




Totoloji-Tutarhlik (Tautology)

O Eger dogruluk tablosunda onermelerin her bir
durumu icin dogru sonug (true) elde edilmis ise,
birlestiriimis onerme (compound proposition) bir
tautology ‘dir

oOrmek:p—>pvg

P—=>PVQq

m| M| 4| 4| T
nm| 4| m| 4| e
—| | -




Celigki (Contradiction)

O Eger dogruluk tablosunda onermelerin her bir
durumu icin yanlhs sonuc (false) elde edilmis ise,
birlestiriimis onerme (compound proposition) bir
contradiction ‘dir

o Ornek: p A ~p

©
©
>
—~~
l
©
~—




De Morgan Kanunu

O Asagidaki onerme ciftleri birbirleri ile
mantiksal olarak denktir

n~(pvq)—(~p)™(~q)
n~(p "™ q)—(~p)v(~q)



Nicelikler (Quantifiers)

0 P(x), x degiskeni ile iligkili bir onerme olsun
Ornegin, P(x): 2x cift tamsay!
O D'de igerisindeki her x degeri icin, P(x)'i onerme
yapan bir kume olsun
Ornegin: x, tamsayilar kumesinin bir elemanidir

O D, P(x)'nin ayrintili bilgi alani (domain of
discourse) olarak adlandirilir



O D’'deki her x degeri, P(x)’i sonucu dogru
veya yanlis olan bir onerme yapar

Ornegin: P(n): n2+2n tek sayidir
D kumesi pozitif tam sayilardan olugsun
if n tek sayi then n?+2n tek sayidir
if n ¢ift sayl then n?+2n tek sayi degildir

o Bu siniftakiler 18 yasindan buyuktur
D kumesi, siniftaki ogrenciler olsun

Ogrencilerin bazilari nermeyi dogru, bazilari da
yanlis yapar



Her ve Bazl
(For every and for some)

O Matematik ve Bilgisayar Bilimlerindeki cogu
ifadede for every ve for some kullanilir

o Ornegin:
= For every triangle T, the sum of the angles of T is
180 degrees.



Evrensel/Genel Niteliyiciler

(Universal Quantifier)

O The universal quantification of P(x) is the proposition

“‘P(x) is true for all values of x in the universe of
discourse.”

P(x) onermesi, D kumesi igerisindeki her x degeri icin dogru olmalidir.
vx P(x) veya

for all x P(x) veya

for every x P(x) seklinde yazilir

0 En az bir x de@eri icin dogru degilse, P(x) yanlis olur

“Every student in this class has studied calculus”

P(x)-> “x has studied calculus”
VX P(x)



When all of the elements in the universe of discourse can
be listed — x4, X,,...,X, — it follows that the universal
quantification Vx P(x) is the same as the conjunction

P(X{)AP(X,)A ... AP(X,),
since the conjunction is true if and only
if P(x,), P(x,),...,P(x,) are all true.



Onerme fonksiyonun dogrulugu

O Vx P(x) ifadesi

= Dogrudur. Eger P(x) dogruysa for every x € D
= Yanlistir. Eger P(x) dogru degilse for some x € D

o Ornegin: P(n) propositional bir fonksiyon
ve P(n): n? + 2n tek bir sayidir.
vn e D = {butun tam sayilar}

O P(n) sadece n tek sayi oldugunda dogrudur.
P(n) n cift say! ise yanlistir



0o For every real number x, x>0  TRUE

O For every real number x, if x >1 then x+1>1 TRUE

O For every real number X, if x >0 then x+1>1 FALSE
O For every positive integer n, if n is even then

n2+n+19 prime FALSE



Soru : Verilen cimleyi mantiksal ifadeler ile yazisiniz.
*You can not ride the roller coaster if you are

under 4 feet tall unless you are older than 16 years old’

g : you can ride the roller coaster
r : you are under 4 feet tall
S : you are older than 16 years old

(r A ~s) 2 ~q

(~rVs)—>g



Varolussal Niteleyiciler
(Existential Quantifier)

O The existential quantification of P(x) is the proposition
“There exists an element x in the universe of discourse
such that P(x) is true”

P(x) onermesi, D kiimesi icerisindeki en az bir x degeri icin dogru
olmalidir.

dx P(x) veya
“There is an x such that P(x)” veya
“There is at least one x such that P(x)"

seklinde yazilir.



When all of the elements in the universe of discourse can
be listed — x4, X,,...,X, — the existential quantification 3x

P(x) is the same as the disjunction

P(X{)VP(x,)V ... VP(x,),

since this disjunction is true if and only if at least one
of P(X4), P(X,),...,P(x,) is true.



0 For some real number x, x/(x?+1)=2/5  TRUE

O For some positive integer n, if n is prime then
n+1, n+2, n+3 and n+4 are not prime TRUE n=23



Translating Sentences into Logical Expressions

Cumlemiz “Everyone has exactly one best friend” olarak
verilmis olsun.

B(x,y) ifadesi “y is the best friend of x”.
Cimlemiz ne diyor ?

for every person x there is another person y such that y is the best
friend of x

and that if z is a person other than y, then z is not the best friend of
X.

Cumleyi mantiksal ifadeler ile yazalim

Vx3yVz(B(x,y) A ((z # y) > —B(x,2)))



Cumlemiz “If somebody is female and is a parent, then this person is
someone’s mother” olarak verilsin.

F(x) ifadesi “x is female”,
P(x) ifadesi “x is a parent”, ve

M(Xx,y) ifadesi de “x is the mother of y” olsun.

Cumlemizi matematiksel ifadeler ile yazalim.

Vx((F(x) A P(x)) — FyM (x,))




Counterexample

O Eger Ix € D, P(x)'i yanhs yaparsa universal
statement Vx P(x)'de yanlis olur

O VX P(x) ifadesindeki, P(x) yanlig yapan x
degeri counterexample olarak adlandirilir

= Ornek: P(x) = “her x degeri bir asal sayidir", for
every tamsayi x.

= Fakat eger x = 4 (bir tamsayi) bu x sayisi asal
sayi degildir. Oyleyse 4 degeri bir counterexample
olup P(x)'i yanhs yapar



Lojik icin Genellestirilmis
De Morgan Kanunu

~(Vx P(x)) — 3Ix ~P(x)
~(3x P(x)) — Vx ~P(x)



“‘Every student in the class has taken a course in calculus”
vx P(x),

P(x) : “x has taken a course in calculus”

~P(x) : “It is not the case that every student in the class has taken

a course in calculus”
Siniftaki her 6grencinin kalkulus dersi almasi s6z konusu degildir

~Vx P(X) < 3Ix ~P(x)

“There is a student in the class who has not taken a course in

calculus”’.
Sinifta kalkulUs dersi almamis 6grenci var



“There is a student in this class who has taken a course in
calculus”.

Ix Q(x)
Q(x) : “x has taken a course in calculus”

~Q(x) : “It is not the case that there is a student in this class who

has taken a course in calculus”’
Bu sinifta kalkulus dersi almis bir 6grenci olmasi s6z konusu degildir

VX ~Q(x)

“‘Every student in this class has not taken calculus”



Negating Quantifiers

Negation Equivalent Statement | When is negation true? When false?
P(x) is false for every x There is an x for which P(x)
—|E|XP(X) VX—|P(X) true

There is an x for which P(x) is false P(x) is true for every x

—RV’)CP(X) Elx—|P(x)




Ispatlar (Proofs)

O Bir matematik sistemi
= Tanimlanmamis terimler (Undefined terms)
= Tanimlar (Definitions)
= Aksiyomlar (Axioms)



Tanimlanmamis Terimler
(Undefined Terms)

O Tanimlanmamis terimler bir matematik sisteminin
temel tasini olusturur. Bu terimler bir matematiksel
sistemin baslangi¢ kavramlari olarak da kabul
edilebilir.

= Ornek: Euclidean geometride tanimlanmamis terimler
Nokta (Point)
Dogru (Line)



Tanimlar (Definitions)

O Tanim (definition), yeni bir kavram yaratmak
amaciyla onceden kabul edilmis kavramliar
ve tanimlanmamis terimlerden bir proposition
olusturmaktir

Ornek: Euclidean geometrideki tanimlar:

= Eger iki uggenin karsilikli kenarlari ve agilari
birbirinin ayni ise bu iki uggen es uggendir

= Iki acinin toplami 180 derece ise bu agilara birbirini
tamamlayan acilar denir



Aksiyomlar (Axioms)

O Aksiyom (axiom), matematiksel bir sistem
icerisinde ispat yapmaksizin dogru kabul edilen
proposition’dir

0 Matematikteki aksiyomlara ornek:

= Ornek: Euclidean geometrideki aksiyomlar

Iki nokta verilmis olsun. Bu noktalardan gecen bir dogru her
zaman mevcuttur.

Bir dogru ve dogru uzerinde yer almayan bir nokta mevcut
olsun. Bu noktadan gecen dogrularin bir tanesi verilen dogruya
mutlaka paraleldir.



Teoremler (Theorems)

o0 Teorem, Onceden ispatlanmis teoremlersi,
aksiyomlari, tanimlamalari kullanarak ve p nin
dogru oldugunu farzederek dogrulugu
onerilebilen p —» g formundaki proposition’a
denir



Ispat Cesitler

O Ispat (proof), Teoremin dogrulugunu
belirlemek icin onermeleri kullanan bir seri
Islemden olusan mantiksal ¢cikarimdir

O Dogrudan ispat (Direct proof): p — g

= g onermesinin dogrulugunu elde etmek amaciyla
Ispatlanmis teoremleri, aksiyomlari ve p onermesinin
dogrulugunu kabul ederek ¢ozume ulagsmadir

o Dolayli/Olmayana Ergi ispat (Indirect proof):
(~q)—>(~p)
= p— g onermesinin celigskisinden ¢cozume
ulasmaktir



Dogrudan Ispat

p — q durumunda kullanilir.

p’'nin dogru oldugu kabul edilerek, ¢ikarim kurallari kullanilarak,
g'nun da dogru oldugu gosterilir.

n tek sayl ise, n? tektir

\ J J
| |

P q
m ve n cift sayi ise, m+n cifttir
\ J }
Y

Not : p 6nermesi n, m gibi sade esitlikler olmalidir.
n2, m+n gibi durumlarda dogrudan ispat yapilmaz.



Adimliar:

1. p — qgicin p dogru kabul edilir

2. g onermesinin dogrulugu gosterilmeye calisilir
3. p = q nun dogrulugu soylenir

Ornek
n cift say! ise n? de cift sayidir 6nermesini ispat ediniz.

1. n=2k, k € Z dogru kabul edilir
2. n2=4k2= 2(2k2?)

P E Z, p=2k?icin, n2=2p olur

3. n2=2p bir ¢ift sayl formunda oldugundan n2 de cift sayidir

Not : m+n cift sayl ise, m ve n cift sayidir 6nermesi
dogrudan ispat yontemi ile ispat edilemez



Dolayl ispat / Olmayan Ergi / Indirect Ispat

p — q durumlarinda dogrudan ispat ile ispatin mumkdn olmadigi
durumlarda dolayl ispat kullanilir

Ornek

nZ tek sayi ise, n tektir
\ J | )
Y Y

P q

m+n tek sayi ise, m ve n tektir
\ ] )
Y

Bir 6nermenin p — q karsit tersi (contrapositive) karsiligr bulunur ve
bu karsilik dogrudan ispat ile elde edilir

p — qicin ‘contrapositive’ @’ — p’ alinir ve dogrudan ispat yapilir



Ornek

n2 tek sayi ise n’ de tek sayidir 6nermesini ispat ediniz.

p: n? tek sayidir p’: n2 cift sayidir
d: n tek sayidir q’: n cift sayidir

Onermenin yeni hali: ‘n gift sayi ise n2 ¢ift sayidir’

Yeni onermeyi dogrudan ispat ile ispatlayalim

1. n cift say! ise n? cift sayidir
2. n=2k, k € Z dogru kabul edilir

3. n2=(2k)?%= 4k?2
u€ Z, u=2k?icin, n?2=4k?2=2*2k2=2u olur

Karsit tersi dogru olunca, kendisi de dogrudur.
n2 tek sayi ise n'de tek sayidir



Ornek

n bir tam say! ve 3n+2 tek ise, n'nin tek oldugunu ispatlayiniz

Once dogrudan ispat yapalim:

3n+2 tek sayi ise, her hangi bir k tam sayisi icin 3n+2 = 2k+1

3n+2
3n+1

2k+1
2k oldugunu goriyoruz, fakat n degerinin
tek oldugunu gosteremeyiz

Simdi de dolayli ispat yapalim:
n cift ise, 3n+2’ de cift sayidir
Her hangi bir k tam sayisi cift n= 2k ise 3n+2 = 3(2k)+2 cift sayidir

3n+2 = 6k + 2 = 2(3k+1) olur, bu da bize 3n+2'nin
cift sayi oldugunu soyler

Kosullu 6nermenin sonucunun negatifi, hipotezin yanlis oldugunu
gerektirdigi icin orijinal kosullu 6nerme dogrudur



Matematiksel sonuc¢ ¢cikarma
(Tumevarimsal ispat / Mathematical induction)

OV neA, S(n)formundakiifadenin ispatina
bakalim

* N, pozitif tamsayilar veya dogal sayilardan
olusan bir kume

* A, N'nin bir alt kumesi
* S(n) de bir onerme olsun

Genel olarak O0zdesliklerin ispatinda kullanilir



2 Her pozitif tamsayinin, S(n) onermesini dogru
veya yanlis yaptigini farzedelim

= 1. S(1) dogru oldugunu teyit et (ilk eleman ile)

= 2. n keyfi secilmis pozitif bir tamsay! olsun
I pozitif bir tamsayi olup, / < n olarak belirle

= 3. S(i) ‘nin dogrulugundan yola c¢ikarak, S(i+1)’in dogru
oldugunu goster

S(i) »> S(i+1)
= 4. Sonug olarak, tum pozitif tamsayilar igcin S(n)
dogrudur



Matematiksel sonug cikarim:
terminoloji

O Temel adim (basis step):
S(1) ‘in dogrulugunun gosterilmesi

O Tumevarimsal adim (Inductive step):
S(1)'nin dogru farzedilmesi
Ispat S(i) — S(i+1)
if S(i) is true, for all i<n+1, then S(n+1) is true

O Sonug¢ (Conclusion):
Butun pozitif tamsayilar icin S(n)'nin dogrulugu



Ornek
Ilk n adet pozitif tamsayinin toplami Sn olup, Sn =1+2+3+...+n

olarak gosterilsin.
Sn'nin n=1,2,3... icin Sn= 1(33;2 oldugunu ispatlayiniz.

1. n=1icin, 1=1(1+1)/2=1 (dogru)
2. n=2icin, 142 = (2*3)/2=3 (dogru)
n=kicin, 142+3+..+k ==Y (dogru kabul edilir)

2
3. n=k+1 igin,

14+2+3+...+k+(k+1) = LD
\ J
|
k(k+1)+(k+1) _ (k+1)(k+2)
2 2
k(k+1)+2(k+1) _ (k+1)(k+2)
2 N 2
k*+k+2k+2 _ (k+1)(k+2)
2 - 2
kK*+3k+2 _ (k+1)(k+2)
2 2

(k+1)(k+2) _ (k+1)(k+2) Dogrudur
2 2




Ornek

Ilk n adet pozitif tek sayinin toplami n2 oldugunu ispatlayiniz.

S,=14+3+5+ ... = n?
1. n=1icin, 1=12=1 (dogru)
2. n=2icin, 1+3 = 22=4 (dogru)
n=k icin, 1+3+5+...+(2k-1)=k2 (dogru kabul edilir)
3. n=k+1 igin,

1+3+5+...+(2k-1)+(2(k+1)-1)=(k + 1)2
\ J

k2  + (2k+1) = k2 + 2k + 1  Dogdrudur



Ornek

n pozitif tamsay! iken (n3-n)'nin 3’e tam olarak boélinebildigini
ispatlayiniz.

S,= (n3-n) / 3 = mod((n3-n),3) =0
1. n=1icin, 13- 1=0 (0/3 = 0 dogru)
1. n=21icin, (8-2)/3 =6/3 = 2 (tam bolunuyor)

n=k igin, (k3-k) /3 (tam olarak bélindigu kabul edilir)
3. n=k+1 icin,

(k+ 1)3-(k+1) = (k* + 3k2 + 3k + 1) - (k+1)
(k3 +3k2+3k-k+1-1)

(k3 - k) + (3k2 + 3k)= (k3 - k) + (3k2 + 3k)
(k3 - k) + 3(k2 + k)

Her ikisi de 3’e bolinebiliyorsa Dogrudur



