Graf Teorisi
(Graph Theory)




Giris

o G grafi nedir ?

oG=(V, E)

= V =V(G) = dugumler kimesi

= E = E(G) = kenarlar kiimesi "
o Ornek:

= V={s,uv,w,XY, z}

= E=1{(X8), (X,V)1, (X,V)2, (X, 1),
(V,w), (s,v), (s,u), (s,w), (s,y),
(w.y), (u.y), (u,2).(y,2)}




Kenarlar (Edges)

O Kenar bir ¢ift dugum ile etiketlenmis olup
e = (v,w) seklinde gosterilir.

O Ayrik dugum (Isolated vertex) = a
kenar baglantisi olmayan dugumdur.

w

[<]
isolated vertex




Ozel Kenarlar

o Paralel kenarlar(Parallel
edges)

= [ki veya daha fazla kenar

bir dugum cifti ile :
baglanmistir.
a ve b ki paralel kenar ile
birlesmistir c

O Donguler (Loops)

mKenarin baslangig ve bitis
noktasi ayni dugumdur.

d diigiimii gibi.




Ozel Graflar

0O Basit (Simple) Graf
. Yonsiiz, paralel kenar olmayan 2
ve dongu icermeyen graflardir. :

o Coklu (Multi) Graf
- Basit graflarin yeterli olmadigi

durumlarda kullantlir.
.. v, Va
- Yonsuz, paralel kenari olan ve

dongu iceren graflardir. V3

Basit graflar, coklu graftir fakat coklu graflar basit garf degildir.




0 Pseudo Graflar

= Coklu graflarin yeterli olmadigi
durumlarda kullantlir.

= Yonsuz, Paralel kenari olan ve
dongu iceren graflardir.

= Yonsuz graflarin en temel halidir.

o Agirlikli (Weighted) Graf

Her bir kenarina numerik bir deger,
agirhik verilmig bir grafdir.




YonlU (Directed) Graflar
(digraphs)

G, yonlu bir graf
(directed) veya digraph
Ise her bir kenari sirali
bir dUgum cifti ile
iliskilendirilmis ve her
kenari yonludur.




Tip Kenar Coklu Kenara Donguye

Izin ? Izin ?
Basit Graf Yonsuz Hayir Hayir
Coklu Graf Yonsuz Evet Hayir
Pseudo Graf YOnslz Evet Evet
Yonll Graf Yonlu Hayir Evet
Yonlu Coklu Yonlu Evet Evet

Graf




Graflarda Benzerlik (similarity) (1)

Problem: Nesnelerin degisik ozellikleri referans
alinarak nesneleri siniflandirabiliriz.

Ornek:

= Bilgisayar programlarinda ug¢ ayri ozelligin oldugunu
kabul edelim. k=1, 2, 3 gibi:

= 1. Programin satir sayisi
= 2. Kullanilan “return” sayisi
= 3. Cagrilan fonksiyon sayisi




Graflarda benzerlik (2)

Asagidaki tabloda 5 programin birbirleriyle
karsilastirildigini farzedelim.

Program # of lines # of “return” # of function
calls
1 66 20 1
2 41 10 2
3 68 5 38
4 90 34 5
5 75 12 14




Graflarda benzerlik (3)

O G grafini asagidaki gibi olussun:
= V(G) programlardan olugsan bir kime {vy, V,, V3, V 4, Ve }.
= Her dugum, v, bir tclu ile gosterilir (p1, P,, P3)
= burada p, ozellik degerleridir k=1, 2, veya 3

= v, = (66,20,1) ]

= v, = (41, 10, 2) :

= v, = (68, 5, 8) Yo 4
= v, = (90, 34, 5)

= v = (75,12, 14) v v




Benzer olmayan fonksiyonlar (1)

O

O

Benzer olmayan (dissimilarity function) bir fonksiyon
asagidaki gibi tanimlanir.

Her bir dugum cifti v = (py, P2, P3) Ve W = (04, Oy, J3) Ile
gosterilsin. 3

s(v,w) =X [py — Qi
k=1
v ve w gibi iki programin dissimilarity s(v,w) ile dlcaldr.
N secilen sabit bir sayi olsun. Eger s(v,w) <N ise v ve w
arasindaki kenar eklenir. Sonra:

Eger v =w veya v ve w arasinda bir yol varsa v ve w
nun ayni sinifta oldugunu soyleyebiliriz.



Benzer olmayan fonksiyonlar(2)

O N =25 (denemeler ile belirleniyor)

S(vy,V,) = 36 S(V,,V;) = 38 S(vs,V,) = 54
S(vq,V3) = 24 S(V,,V,) = 76 S(Vs,Vs) = 20
S(vq,V,) =42 S(V,,V:) = 48 S(V,,Vs) = 46
s(vq,Vs) = 30




Benzer olmayan fonksiyonlar(3)

o N =25.

O s(Vq,V3) = 24, s(vj,V:) = 20 v
ve digerleri s(v;,v;) > 25

O Uc sinif vardir: Y . v

0 {vq,V3, Vs}, {Vo} and {v,}

O similarity graph sekildeki T .
gibidir. ! 2




Tam (Complete) Graf K

Oon>3

O complete graph K, : n adet dugum
iceren basit graf yapisindadir. Her
dagum, diger dugumlere bir kenar

ile baglantilidir. .
O Sekilde K grafi gosterilmigtir.

O Soru: K;, K4, Kg graflarini giziniz. d




Cycles (Cember) Graf C |

Oon>3

O cycles graph C, : n adet dugum ve .
(V1. Voh VoV o (Vi Vi, (Vo) / \
dugum ciftlerinden olusan
kenarlardan meydana gelir. -

o Sekilde C, grafi gdsterilmistir. Cs

o Soru: C,, Cg, C, graflarini giziniz.




Wheel (Tekerlek) Graf W

0 wheel graph W, : Cycle C, grafina
ek bir dugum eklenerek olusturulur.
Eklenen yeni dugum, diger butun /

dugumlere baghdir. /&

O Sekilde W, grafi gosterilmigtir.

o Soru: W,, W, W, graflarini giziniz.




N-Cube (Klp) Graf Q |,

O N-cube Q,, : Grafin dugum noktalar
n uzunlugunda 2" bit stringi ile
gosterilir. Dugumlerin string degeri,
bir dugumden digerine gecerken
ayni anda sadece bir bitin degerini
degistirmektedir. 010

(000, 001, 011, 010, 110,
111, 101, 100, 000)

0 Sekilde rafi gosterilmistir.
S Q39 g S 000 001

Soru: Q4, Q, graflarini giziniz. The 3-cube




hypercube veya 4-cube

16 dugum, 32 kenar ve 20
yuzey

0 Dugum etiketlert:

0000 0001 0010 0011

0100 0101 0110 0111

1000 1001 1010 1011

1100 1101 1110 1111




Iki Parcali (Bipartite) Graflar

O G, bipartite graf ise:

= V(G) = V(G,) U V(G,) ,/ . / ﬁd\
= V(G)[=m, V(G)l=n | s )\
= V(Gy) NV(Gy) = @ L X

* Bir grafi olusturan dugumleri iki ayri kUmeye bolerek grafi ikiye
aylrabiliriz. Bu ayirma igsleminde izlenecek yol; bir kenar ile
birbirine baglanabilecek durumda olan dugumleri ayni kume
icerisine yerlestirmemektir.

* Mevcut kume icerisindeki dugumler birbirlerine herhangi bir
kenar ile baglanmamalidir.




e K5 Bipartite graf midir ?

Hayir

e C, Bipartite graf midir?

Evet
{1,3,5} ve {2,4,6}




Yandaki graf Bipartite graf midir?

f
Hayir
Yandaki graf Bipartite graf midir? a
Evet. {a,b,d} ve {c,e,f,g} g g
f

€




Tam (complete) bipartite graph K, ,

0 complete bipartite graf K,
seklinde gosterilir. Ilgili grafin

R digumlerinin kimesi m ve n
! : - ‘“\\‘ elemanl iki alt kumeye ayrilir.
| 1 A Bir kenari birbirine baglayan iki
'. - o .- .- .
. : . & dugumunde farkl alt kimelerin
N Yoo elemani olmak zorundadirlar.
V(G1) V(62) a V(G| =m

Q [V(Gy)[ =n







Koy Cor Wo, K 1y Qn graflarinin kenar ve digim sayilarini formdile
edecek olursak:

0 n digim n(n-1)/2 kenar
C, n digam n kenar
W, n+1 digim 2n kenar

Knn  mM+ndigim  m*n kenar

Q, 2" digdm n2n-1 kenar




Yollar (Paths) ve Donguler(Cycles)

\ O n uzunlugundaki bir yol'un
% (path) n+1 adet dugumu ve
n adet de ardisik kenari

Path of length 7 vardir

O Bir dongu iceren yol
basladigi dugumde son
Cycle of length 3 bulur. Uzunlugu n olan bir
dongude n adet dugum
vardir.




Euler Dongust (Euler cycles)

O G grafi igerisindeki Euler cycle
basit bir cevrim olup G grafi ’

icerisindeki her kenardan sadece D B
bir kez gecilmesine izin verir.
0 Konigsberg kopru problemi: c

0 Baslangi¢ ve Bitis noktasi aynidir, yedi
kOpruden sadece bir kez gecerek
baslangi¢ noktasina donmek mumkun
mudur?

2 Bu problemi grafa indirgeyelim.

2 Kenarlar kopruleri ve dugum
noktalarida bolgeleri gostersin.




Bir dugumun derecesi

O v dugumunun derecesi d(V)
le gosterilir ve bu da

yonsuz bir grafta dugume

gelen kenarlar toplamidir. ,

Dugum noktalarindaki c

dongu dugum derecesine 2 e
kez katilir. )(

oOrnek:
u8(a) = 4, 8(b) = 3, ; ]
u8(c) = 4, 5(d) = 6,

us(e) = 4, 5(f) = 4,

=5(g) = 3.




Euler Grafi

O Bir G grafi Euler cycle’ina sahip ise
Euler Grafr adini alir.

O Euler grafinda tum dugumlerin
derecesi cifttir.

0 Konigsberg bridge problemi bir
Euler grafi degildir.

0 Konigsberg bridge probleminin
cOzumu yoktur.




Grafin dugum derecelerinin
toplami

O Sifir dereceli bir dugum isolated olarak adlandirilir.
Isolated olan bir dugumden, baska bir dugume vyol
yoktur.

0 Dugum derecesi bir olan dugume pendant denir.

OTeorem: Handshaking

e adet kenarli ve n adet dugumlu bir grafin G(V,E) dugumlerinin
dereceleri toplami kenar sayisinin iki katidir.

n
2 8(v) = 2e
=1
Ornek:Her birinin derecesi 6 olan 10 digimli bir grafin kag tane kenari
vardir. 30
e=




4 G grafinda (v,w) yonlu bir kenar olsun ve yon v'’den w’ya
verilsin. v initial vertex, w'da terminal veya end vertex
olarak adlandirilir. Bir dugum noktasinda dongu s6z konusu
iIse bu dugumun initial vertex ve end vertex birbirinin

aynidir.

4 Yonlu bir grafta, herhangi bir dugumun in_degree’si 5°(v),
out_degree’si 5*(v) olarak gosterilir.

4 Yonlu bir grafin in_degree ve out_degree’lerinin toplami
birbirinin aynidir.

2 5 (V) =2 §*(V)

v eV w eV



Ornek: Asagida verilmis olan graflardan hangilerinde her
kenardan en az bir kez gecirilerek graf gezilmistir, hangileri
Euler grafidir, eger degilse sebebi nedir ?

/ start,stop

NN Y\

X | X

start /V \ stop
Path var, Euler grafi degqil \ /
DUgim dereceleri gift degil Euler grafi

start,stop

“ /\
\/\ /\L\

stop \
Path var, Euler grafi degil

Euler grafi
DUgim dereceleri cift degil




Hamilton Dongusu
(Hamiltonian Cycles)

= G grafinin Uzerindeki her
dugumden yanliz bir kez

gecmek sarti ile kapali bir yol a :
olusturabilen graflardir
(Traveling salesperson ) c d
= Bu kapali yol Hamiltonian cycle
olarak adlandirilir. : : :

_ _ o A non-Hamiltonian graph
= Hamiltonian cycle sahip bir G

grafi Hamiltonian graf olarak
adlandirilir.




Ornek







3-cube

Hamiltonian cycle
(000, 001, 011, 010, 010
110, 111, 101, 100,
000) ornek bir graf
3-cube olarak
verilebilir.

000 001
The 3-cube




EN KISA YOL (SHORTEST PATH) ALGORITMASI
Dijkstra’s Algorithm

Dijkstra's Algorithm
Dijkstra's algorithm is known to be a good algorithm to find a shortest path.

1. Seti1=0, Sy={u,=s}, L(u,)=0, and L(v)=infinity for v <> u,,
If V| =1 then stop, otherwise go to step 2.

2. Foreach vinV\S;, replace L(v) by min{L(v), L(u;)+d "}
If L(v) Is replaced, put a label (L(v), u;) on v.

3. Find a vertex v which minimizes {L(v): v in VAS.}, say u

4. LetS;,, =S, cup {u,,}

5. Replace i1 by 1+1. If i=|V/|-1 then stop, otherwise go to step 2.

i+1°

The time required by Dijkstra's algorithm is O(|V/[?).
It will be reduced to O(|E|log|V|) if heap Is used to keep
{vin V\S; : L(v) < infinity}.
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3 Java Applet Demos of Dijkstra’s Algorithm - Microsoft Internet Explorer
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Graf Modelleri

Farkli alanlarda farkli graf modelleri kullanilir.

Niche Overlap Graf : Eko sistem icerisindeki farkli grublari
modellemede kullanilir.

Influence Graf: Grup calismalarinda, grup icerisindeki kisilerin birbirlerini
etkilemesini modellemede kullanilir.

Round-Robin Tournament Graf: Turnuvada yer alan her takimin, hangi
takimla karsilastigini ve oyunu kimin kazandigini géstermede kullanilir.

Precedence Graf: Bir islemin sonucu, kendisinden 6nce gelen islemin
sonucuna bagli olarak degisen sistemleri modellemede kullanilir.




Precedence grafa ornek....

S;a:0 S,b:1 S;cia+1 S, dib+a S;eid+1 S, e:c+d




Planar Graflar

Bir G grafinin
kenarlari birbirlerini
kesmeyecek sekilde
cizilebiliyorsa Planar
graf olarak
adlandirilir.




Euler'in formuld

2 Eger G bir planar graph is
0 v =dugum sayisli
0 e = kenar sayisl
0 f = yuzey sayisi

0 Oyleysev—e+f=2




Izomorfik (Isomorphic) Graflar

Iki grafin izomorfik olup olmadig1 nasil kontrol edilir ?
O Kenar sayilar1 ayni olmalidir.

O Diigim sayilar1 ayni olmalidir.

O Diiglim dereceleri ayni olmalidir.

O Digumler arasindaki iliskiy1r gosteren matrisler ayni olmalidir.
Bu matrislerdeki benzerlik satir ve stitunlardaki yer degisikligi

ile de saglanabilir.




Ornek

u; U, Vi A
Vs vy,
Us Uy,
Bu iki graf izomorfik midir?
EVET
Her iki grafinda 4 digimu, 4 kenari ve her digiminin de derecesi 2
i w2 uws ua vi v2 V3 v4
ul 0 1 1 0 vl 0 0) 1 1
u2 1 0 0 1 v2 0 0) 1 1
u3 1 0 0 1 v3 1 1 0 0
ud 0 1 1 0 v4 1 1 0 0

u, ve u, satir ve sttunlar yerdegistiriyor




Ornek

O Asagida verilmis olan iki

graf izomorfik midir?

a d’

c

bl

EVET

QO T |D

OO, |k, |O|D

Ol O |O|F—L|T

P I OO | OO

R IO Ok, O |Q

Ol kP OO0



Ornek

Bu iki graf izomorfik midir ?

HAYIR

Bu iki graf izomorfik midir ? EVET




Ozel Tip Graflar

QO Ozel tip graflar genellikle veri iletisimi ve paralel veri isleme
uygulamalarinda kullanilir.

Local Area Network : Bir bina icerisindeki midi ve pc gibi farkl
bilgisayarlari ve gevrebirimlerini birbirine baglamak igin kullanilir. Bu
aglarin farkli topolojileri mevcuttur.

« Star Topology : Butlin cihazlar, merkezdeki cihaz
Uzerinden birbirlerine baglanirlar. K ; , complete

Bipartite Graf kullanilir.
S /
/ \




« Ring Topology : Bu modelde her cihaz diger iki
farkli cihaz ile birbirine baghdir. n-cycles C,, modelidir.

« Hybrid Topology : Star ve Ring topology’sini
birlikte kullanir. Bu tekrarlilik network’ldn daha gutvenli
olmasini saglar. Whell, W,, graf modeline karsilik gelir.




