Graf Boyama (Grap Coloring)
Kromatic Polinomlar
(Choromatic Polinomial)




Graf Boyama

- Dligim / Kose / Vertex / Node Boyama
DUgim boyama birbirine komsu iki digimin
farkli renklerle boyanmasi problemidir.

Joe Soo Sue
Joe Soe Suo
Joo $oo Sue
Joe Joo Yoo

- Kenar / Edge Boyama

Kenar boyama birbirine komsu iki kenarin
Farkh renklerle boyanmasi problemidir.




Tanim

< Bir G grafinin herhangi iki komsu digimuine ayni renk
atanmayacak sekilde, grafin her bir digimuine bir renk
atanmasina bir grafin renklendirilmesi denir.

% Bir grafin renk (kromatik) sayisi, grafin renklendiriimesi igin
gerekli olan en az renk sayisidir. Bir G grafinin renk (kromatik)
sayisi X(G) ile gosterilir.




Grafin renk (kromatik) sayisi kagtir?

X(G) = 3 renk mi?

X(G) =4 renk mi?

X(G) = 3

Grafin renk (kromatik) sayisi kactir?

X(G) = 3




Ornek

*Bir Universite icerisinde profesor tunvanli
akademisyenlerden olusan 10 tane kurul olsun

Bu kurullar haftada bir kez toplanmaktadir
*Bir akademisyen birden fazla kurulda gorev alabilir

«Tum toplantilarin en kisa stirede tamamlanmasi ve
akademisyenlerin katilacagi toplantilarda cakisma
olmamasi istenmektedir

Kac farkl toplanti olusturulmalidir?

Dugimler = Kurullar
Kenarlar = Cakisan akademisyenler
Renkler = Farkli toplanti zamanlari




Grafimiz asagidaki sekildeki gibi olsun.

X(G)=4




Kromatik Polinomlar

- Bir G grafina ait koselerin mumkiun olan en az sayida
renkle boyanmasi igin kullanilan analitik gozumlerdir.

- Herhangi bir k =2 0 tamsayisinda degerlendirilen bir P (G, x) grafnin
polinomu olan P (G, k); G.'nin kromatik polinomu olarak adlandirilir.
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Tanimlar...

X
© Noktasal Graf P(G,x)= x
X-1
@ Cizgisel Graf P(G,x)= x . (x-1)
X X-1O

0—0 O

(g U grafi — U, =x(x-1)"1
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n-1
& Z Grafi veya K Kn ZH(X—k)
Grafi k=0
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Tanimlar...

X-1
O
X-1 \ X 4 - Star Graf =2 P(G,x) = x. (x-1)4
/‘
X'lQ \. X-1

\.Bipartite Graf 2> x =2 renk




Tanimlar...

Petersen Graph

Chromatic polynomials for certain graphs

Triangle K3 z2(x — 1){z — 2)

Complete graph K, | z(z — 1)(z —2).-- (2 — (n — 1))
Edgeless graph K, | Z"

Path graph P, z(e — 1)1

Any tree on n vertices

z(e —1)*?

Cycle Cy

(2 -1)"+(-1)"(z - 1)

Petersen graph

z(z — 1)(z — 2) (=7 — 122° 4 672" — 2302* + 5292° — 8142 4 775z — 352)




Deletion and Contraction

Bir G grafinin kromatik polinomu bulunurken temel graflar
cinsinden yazmak karmasik graflarda cok kullanilan bir
c6zUmdulr. Bu islemi yaparken kenar silme veya ortak digim
bulma islemleri gerceklestirilir. Bir grafta u ile v kdseleri icin;

G/uv : Bir graftan u ve v késelerinin birlestirilmesi veya
aralarindaki kenarin ¢ikarilmasi ile elde edilen yeni bir graftir.
G —uv: Bir graftan uv kenarinin cikarilmasi ile elde edilen yeni
graftir.

Bu duruma gore

u ve v G grafinda bitisikse, uv kenarini kaldirarak elde edilen grafigi
kromatik polinomu asagidaki gibi hesaplanir

P(G, k)=P (G —-uv,k)—P (G /uyv, k)




Kromatik Polinomlar

Bir G grafinin kromatik polinomu P(G), G grafini minimum k renkle
renklendirmenin kag farkli sekilde yapilacaginin sayisini verir.

Deletion Contraction Method

R (G)=R(G-e)-R(G\e)

kenari silme Silinen kenara ait dugumleri
birlestirme




Kromatik Polinom ozellikleri

Elde edilen kromatik polinom asagidaki 6zellikleri
saglamalidir.

P(x) = a,X" —a, X"t + a,X"2 +... a X°

1- En yUksek dereceli terim a0=1 olmahdir
2- Polinomun derecesi olan n dugum sayisini vermelidir
3- Polinomun 2. buyuk teriminin katsayisini kenar sayisini vermelidir

4- Polinom katsayilari +, - , + ., - dizeninde pozifitf ve negatif seklinde olmalidir

5- Polinomda sabit terim olmamalidir. P(0) =0




K4 grafi = x . (x-1). (x-2). (x-3)

X-3

Ornek Soru:




Ornek Soru-devam:

X-3
X K4 grafi = x . (x-1). (x-2). (x-3)
P(x) = P(x)= P4(x)= Pu(x)— P,(x)
X-1 X- P(x) = x%-6x3 + 11x2 - 6x

‘@ ‘@ Polinom ézelliklerini kontrol edelim!
é (c) P(X) = X . (x-1)3
4
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( P (x) = x. (x-1) . (x-2) P.(x) = x. (x-1) . (x-2)
4
1 4 2

4
)
< (b)
é Py(x) = x . (x-1)2
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Ornek Soru-2 ( Ortak Nokta)

Eger bir graf,noktasal veya cizgisel bir graf ile ayrilirsa, kromatik
polinom carpim ve bolim cinsinden bu ortak noktaya gore

1é/;znablllr 5 10 2
é ) ) 34> _ x2.(x-1)2.(x-2)2
! > 2 4 B X.(x-1)

) O

G(x) = x%- 5x3+8x2 - 4x

G(x) = x4 (4 diigiim) , 5x3(5 kenar) , katsayilar dogru, sabit terim
yok

En az kac renk? En az renkle kac farkh sekilde boyama yapilir?
G(P, k) > 0 sartini1 k bulalim,

G(0)=G(1)=G(2)=0,G(3) =6

~ min 3 renkle, 6 farkli sekilde boyama yapilabilir



Ornek Soru-3 ( Ortak Nokta)

Eger bir graf,noktasal veya cizgisel bir graf ile ayrilirsa, kromatik
polinom carpim ve bolum cinsinden bu ortak noktaya gore

yazilabilir Q\ /Q

/Q = O/Q\Q Q x2.(x-1)2.(x-2)?2
o - _
G(x) = x3-6x4+13x3- 12x2 + 4x

G(x) = x5 (5 diigiim) , 6x3(6 kenar) , katsayilar dogru, sabit terim
yok

En az kac renk? En az renkle kac farkh sekilde boyama yapilir?
G(P, k) > 0 sartini1 k bulalim,

G(0)=G(1)=G(2)=0,G(3) =12

~ min 3 renkle, 12 farkli sekilde boyama yapilabilir

X




Ornek

X X-1
K grafi olup, butin dugumler birbiri ile baglantilidir.
n-1
K, =1T(X—-K)
k=0
X-2 X-3
Ky=x(x-1) (x-2)(x-3) x=1 icin degeri
= (X = X) (X? - 5X + 6) 0
= 1x* — 6x3 + 11x2 — 6X X=2 icin degeri
0
x=3 icin degeri
156 0
11 x=4 icin degeri
""""""" 24
156 . :
156 4 farkh renk ile 24 farkli sekilde boyanir
S




Ornek

A2

A _(/O\D (/O\D X (L) (x-2)°
o o

X (x-1)

= X(x-1) (x-2)2 - x(x-1) (x-2)
X (x-1) (x-2) [(x-2) - 1]
X (x-1) (x-2) (x-3)
(x2-X)(x2-5x+6)

K, grafi 4 renk ile 24 farkl sekide boyanir
x4 — 6x3 + 11x2 - 6x




x4 — 6x3 + 11x2 - 6X

/
1 2 1 2 V4

5
a = - 2,4
5
I j = A (X-2) - (x*-6x3+ 11x2 -

3 4 3 4 x> — 8x% + 24x3 - 31x% + 14
1 o 2 1 2 1,2
> _ > 5 =A(x-1) - A
i Ax - A-A
Ax - 2A
3 4 3 A 3N 4 A(x-2)
1 2 L 5 1
O
> a _ . ) 2,5
= A (x-1)
3 4 3 3 4




Ornek

.\. ‘\' Minimum kag renk ile boyanabilir ?

X8 — 12x7 + 66x5 — 208 x® + 325 x4 — 131x3 + 90x2 — 131 x




